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子空间的基与维数

定理

向量空间 Fn 的任意子空间都可以由有限个向量生成.

推论

对于任意 Fn 的子空间 V,存在一组线性无关的向量 a⃗1, · · · , a⃗r 使得

V = 〈⃗a1, · · · , a⃗r〉.

定义 (基)
设 V为 Fn 的子空间. 若向量组 a⃗1, · · · , a⃗r

线性无关,且
生成子空间 V,

则称 a⃗1, · · · , a⃗r 为 V的一组基. 称基中向量的个数 r为子空间 V的维数.
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基与坐标

性质 (坐标)
设向量组 a⃗1, · · · , a⃗r 为 V的一组基. 则任意 a⃗ ∈ V可唯一地表示为
a⃗1, · · · , a⃗r 的线性组合. 即,存在唯一的一组数 λ1, · · · , λr ∈ F使得

a⃗ = λ1a⃗1 + · · ·+ λra⃗r.

称 (λ1, · · · , λr)为 a⃗在基 {⃗a1, · · · , a⃗r}下的坐标.

空间
坐标系

1:1
// R3

点 � // 点在坐标系下的坐标

推广

Fn 的 r维子空间 基

1:1
// Fr

向量 � // 向量在基下的坐标
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坐标变换

设 a⃗1, · · · , a⃗r和 b⃗1, · · · , b⃗r为 V的两组基. 设向量 v ∈ V在两组基下的坐
标分别为 X = (x1, · · · , xr)

T 和 Y = (y1, · · · , yr)
T. 即,

v = (⃗a1, · · · , a⃗r)X = (⃗b1, · · · , b⃗r)Y.
问题: 如何确定 X和 Y之间的关系?

性质

设 a⃗1, · · · , a⃗r 和 b⃗1, · · · , b⃗r 为 V的两组基. 则
1 存在唯一 r阶方阵 T使得

(⃗b1, · · · , b⃗r) = (⃗a1, · · · , a⃗r)T.
矩阵 T称为从基 a⃗1, · · · , a⃗r 到基 b⃗1, · · · , b⃗r 的过渡矩阵.

2 设向量 v ∈ V在两组基下的坐标分别为 X =
(
x1, · · · , xr

)T
和

Y =
(
y1, · · · , yr

)T. 则
X = TY. (坐标变换公式)

注: 过渡矩阵 T总是可逆的.
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扩充基

定理 (扩充基)
设 V为 Fn 的 r维子空间. 设 a⃗1, · · · , a⃗s 为 V中一组线性无关向量. 则
s ≤ r且存在 a⃗s+1, · · · , a⃗r ∈ V使得 a⃗1, · · · , a⃗r 构成 V的一组基. 称
a⃗1, · · · , a⃗r 为 a⃗1, · · · , a⃗s 的一组扩充基.

性质

设 U和 V为 Fn 的两个子空间.
1 若 dim(V) = r,则 V中的任意 r + 1个向量线性相关;
2 若 dim(V) = r且 a⃗1, · · · , a⃗r ∈ V线性无关,则 {⃗a1, · · · , a⃗r}为 V的
一组基.

3 若 U ⊆ V,则 dim U ≤ dim V.
4 若 U ⊆ V且 dim U = dim V,则 U = V.

注：这些性质说明维数很好地反映子空间的大小.
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解空间

设 A ∈ Fm×n, b ∈ Fm 为非零向量. 则
1 V := {X ∈ Fn | AX = 0}为子空间;
2 W := {X ∈ Fn | AX = b}不是子空间.

接下来学习 V和 W更进一步地性质.

定理

设 A ∈ Fm×n, b ∈ Fm. 则
1 AX = b有解⇔ rank(A) = rank(A, b).
2 AX = b有唯一解⇔ rank(A) = rank(A, b) = n.
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齐次线性方程组的解空间

定义 (基础解系)
设 A ∈ Fm×n. 称解空间

V = {X ∈ Fn | AX = 0}
的一组基为齐次线性方程组 AX = 0的一个基础解系.

定理 (解空间大小)

dim(V) = n − rank(A).

证明思路: 设 A = P
(

Ir
0

)
Q (P,Q可逆).记 η⃗i = Q−1e⃗i,以及

W :=

{
y ∈ Fn

∣∣∣∣(Ir
0

)
y = 0

}
= 〈⃗er+1, · · · , e⃗n〉.

则 η⃗r+1, · · · , η⃗n 为 V的一组基.
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齐次线性方程组的解空间与线性映射的核 *

给定矩阵 A ∈ Fm×n.通过 A(⃗x) := A⃗x,我们可定义一个线性映射
A : Fn → Fm.

性质

线性映射 A的核正好为齐次线性方程组 AX = 0的解空间.即
kerA = {X ∈ Fn | AX = 0}.

此外,我们还有

性质

线性映射 A的像由 A的全体列向量生成;
dim(kerA) + dim(imA) = n.
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非齐次线性方程组的解空间

如何描述非齐次线性方程组的解空间?
W := {X ∈ Fn | AX = b}

W和 V有什么联系? 基本事实:
∀α, β ∈ W ⇒ α− β ∈ V.
∀α ∈ W, γ ∈ V ⇒ α+ γ ∈ W.

定理

若 W非空,任取 γ0 ∈ W,记 γ0 + V := {γ0 + α | α ∈ V}.则
W = γ0 + V.

几何解释?
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一般线性空间
n维数组空间 =赋予了加法和数乘运算的 n维数组向量组成的集合.

加法,数乘 // 线性组合 // 线性相关 (无关),等价

��
秩,基,维数

wwooo
ooo

ooo
ooo

�� ))SSS
SSSS

SSSS
SSSS

极大无关组oo

坐标 过渡矩阵 扩充基

问题: 能否赋予其他集合 “+”和 “·”，使得其满足类似的性质和结构?

例

Fn[x] := {a0 + a1x + · · ·+ anxn | ai ∈ F对所有的i = 1, · · · , n}.
加法
(a0 + · · ·+ anxn)+ (b0 + · · ·+ bnxn) := (a0 + b0)+ · · ·+(an + bn)xn;
数乘 λ(a0 + · · ·+ anxn) := (λa0) + · · ·+ (λan)xn.

⇒多项式的线性相关,线性无关,极大无关组,秩,基.
e.g. x2 + 1, x2, 1线性相关, 1, x, · · · , xn 为一组基.
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一般线性空间

例

Fm×n 数域 F上的全体 m × n矩阵.
矩阵的加法;
矩阵的数乘.

⇒矩阵的线性相关,线性无关,极大无关组,秩,基.

e.g.
(
1 0
0 0

)
,
(
0 1
0 0

)
,
(
0 0
1 0

)
,
(
0 0
0 1

)
构成 F2×2 的一组基.

例

En := {a1x1 + · · ·+ anxn = b | ai, b ∈ F}.
加法 (a1x1 + · · ·+ anxn = b) + (a′1x1 + · · ·+ a′nxn = b′) :=(
(a1 + a′1)x1 + · · ·+ (an + a′n)xn = (b + b′)

)
;

数乘 λ(a1x1 + · · ·+ anxn = b) = (λa1x1 + · · ·+ λanxn = λb)
⇒线性方程组的线性相关,线性无关,极大无关组 (等价的独立方程组),
秩 (独立方程的个数),基.
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一般线性空间定义
设 V为一个非空集. F为一个数域. 若 V上存在两个运算

1 加法: 任意 V中的有序对 (α, β),存在唯一的 γ ∈ V与之对应.记为
α+ β. 即, V × V → V (α, β) 7→ α+ β.

2 数乘: 任意 λ ∈ F,任意 α ∈ V,存在唯一的 γ ∈ V与之对应.记为
λα. 即, F× V → V (λ, α) 7→ λα.

满足如下规律 (八大公理):
1 A1): α+ β = β + α, (∀α, β);
2 A2): α+ (β + γ) = (α+ β) + γ, (∀α, β, γ);
3 A3): ∃θ ∈ V s.t. α+ θ = α = θ + α, (∀α),这个 θ也常记为 0;
4 A4): ∀α ∃β ∈ V s.t. α+ (β) = θ = (β) + α,称 β 为 α的负元
记为 −α,定义减法为: γ − α = γ + (−α);

5 D1): (λ+ µ)α = λα+ µα, (∀λ, µ, α);
6 D2): λ(α+ β) = λα+ λβ, (∀λ, α, β);
7 M1): λ(µα) = (λµ)α, (∀λ, µ, α);
8 M2): 1α = α, (∀α);

则称 V为 F上的线性空间. V中的元素称为向量.
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公理体系的完备性

八条公理保证了抽象的线性空间有好的性质和结构.

例

设 α1, · · · , αm 为 F上的线性空间 V上的一组向量.若存在一组不全为
零的常数 λ1, · · · , λm 使得

λ1α1 + λ2α2 + · · ·λmαm = θ,

则存在 i使得

αi = −λ1

λi
α1 −

λi−1

λi
αi−1 −

λi+1

λi
αi+1 −

λm

λi
αm.
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线性空间的一种判定方法

性质

设集合 V上带有两个运算
⊕ : V × V → V� 和 � : F× V → V.

若存在正整数 n和一个双射
φ : V → Fn

满足以下两条

1 φ(a ⊕ b) = φ(a) + φ(b) (∀a, b ∈ V);
2 φ(λ� a) = λφ(a) (∀a ∈ V), ∀λ ∈ F,

则 V为 F上的线性空间.

例

F = R, V := R+ := {r ∈ R | r > 0}, r1 ⊕ r2 := r1r2, λ ◦ α := αλ.
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